Uber den
Approximationssatz von Weierstraf.

Von

Ch. H. Miintz in Miinchen.

Ein sehr bekannter, vielfach bewiesener und untersuchter Satz
von Weierstrafl') besagt, daB jede stetige Funktion f(z) in einem
endlichen reellen Intervalle a = = b durch die Folge aller natiir-
lichen Potenzen

N

0 ____ 2
=1z 2 .., 2" ..

mit beliebig vorgeschriebener Genauigkeit gleichmiifiig approximiert
werden kann, indem sich zu jeder positiven Fehlergrenze & ein
N = N(9) derart finden 1d6t, dafl

[f@)—ea,—e,z—a,2° - —a,2¥| << @

im ganzen gegebenen Intervalle bleibt, wobei die «, passende Kon-
stanten bedeuten.

Es ist nun leicht zu sehen, daf zu diesem Zwecke nicht alle jene
Potenzen erforderlich sind; und ebenso 148t sich zeigen, dafl nicht
jedes unendliche Teilsystem derselben zum gleichen Zwecke hinreicht.
Man kann daher die Frage nach den Bedingungen aufwerfen, unter

1) Werke, Bd. III, S. 1—37.

Vgl. E. Picard: Traité d’analyse, t. I, S. 275—277 (Paris 1901).

E. Borel: Lecons sur les fonctions de variables réelles, S. 50—G6 (Paris 1905).

E. Landau: Uber die Approximation einer stetigen Funktion durch ganze ra-
tionale Funktionen“, Rendiconti d. C. M. di Palermo, XXV (1908), S. 337—345.

H. Lebesgue : ,Sur la representation approchée des fonctions®, ibd., XXVI (1908),
S. 325—328.
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welchen das System

Do y2 D2 Dr
N e N

g 0=p Y<pi<p,o<pe<--

in diesem Sinne ein vollstdndiges ist. Der Einfachheit halber moge
hier zunidchst die Beantwortung dieser Frage fiir das Intervall
0=2z=1 gegeben werden:

Satz. Damit die unendliche Folge der Potenzen
P2 ., «P, ... mit wachsenden positiven Ex-
ponenten imstande sei, jede stetige Funktion im Inter-

valle 0 ... 1 beliebig zu approximieren, ist es notwendig

) )
' =1, 2

o0
und hinreichend, daf 2171- divergiere.
1 k

Fiir beliebige Intervalle ist nur zu bemerken, daf jede stetige
Funktion als Summe einer geraden und einer ungeraden stetigen
Funktion dargestellt werden kann. Sind die positiven Exponenten
», ganzzahlig, so miissen dann darunter sowohl unendlichviele gerade
p, als unendlichviele ungerade p; vorkommen, und es muf jede der

Reihen 3} % und 271,— fiir sich divergieren. Das gleiche Kriterium
bleibt aber auch bei beliebigen p, giiltig, wenn fiir positive # allgemein

(— z)p;; _ Z,p;ﬁ’ (- Z)pﬁé = — Sk

festgesetzt, und die Frage nach der Approximation durch die so de-
finierten Funktionen gestellt wird. A

Das in Frage stehende allgemeine Problem ist in einer Preis-
schrift von Herrn S. Bernstein?), welche viele andere Probleme
der Approximation durch Polynome zu einer vollen Erledigung bringt,
insofern unvollstindig beantwortet worden, als dort teils nur not-
wendige , teils nur hinreichende Kriterien fiir die Folge der p, an-
gegeben werden; auch die Beweisfiilhrung in jener Abhandlung ist
von der hier befolgten génzlich verschieden.

Aus dem gegebenen Satz 146t sich sofort der folgende ableiten:
Wenn f(z) eine in einem Intervalle a=>0...b stetige ein-
deutige Funktion ist, und wenn fiir eine Folge wachsen-

1) Offenbar muff p, = O sein, sobald # = 0 zum betrachteten abgeschlossenen
Intervall gehort.

2) Memoires couronnds de 'Académic de Belgique, 1912: ,Sur lordre de la
meilleure approximation des fonctions continues par des polynomes de degré donnd,
Vgl S. 78—85.
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der positiver p, mit divergierender Summe 2117 be-
stindig ’

fbf(m).xp".dx =0
a .
gilt, so mufl f(z) identisch verschwinden.
Auch die Ubertragung auf Funktionen mehrerer reellen Variablen
ist ohne weiteres moglich.

§ 1. Ein Determinantensatz.

Der Wert der Determinante mit dem allgemeinen
Gliede

1 .
G = o 7’_7.; (G, k=1...n),
ist )
" 1) =1
q —q{I ’. - 1‘(( -
D, = i 1_; (9: +')~1)ﬁ ;o (e By iy =1...n).

Beweis: Wir fassen die Determinante als rationale Funktion
aller ¢, und », auf. Die gegebenen Faktoren werden dann im Zihler

notwendig, im Nenner notwendig und hinreichend sein; aber auch
der Gesamtgrad ist der richtige: 2@—7;2 = —n. Es kann
sich daher der Wert der Determinante nur um einen konstanten
Zahlenfaktor von dem gegebenen Ausdruck unterscheiden, und dieser
Faktor kann daraufhin als 1 nachgewiesen werden: man braucht nur
den Schluf von % —1 auf » zu vollzichen.

Fiir n —1 = 2 ist die Richtigkeit des Satzes leicht zu veri-

fizieren. Es sei nun

f=>e
_ I (43— 9.) (s —7.)
e 1T+
als richtig vorausgesetzt; wir wihlen dann die absoluten Werte von
q, und r, sehr grof, doch so, dafl der absolute Wert von ¢, +», da-
gegen sehr klein ausfillt (z. B. ¢,+7, = 1). Das Hauptglied der

D i (e, By, b=1...0-1),

n—1

entwickelten Determinante 1), ist dann D —; ferner ist aber auch
ﬁ>a n

e = - ‘l‘T (q[‘— q”) (7'{;—7'[’) .
1T@:+m) 7

Festschrift Schwarz. 20

D

(e, Byt kb =1...m);
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und
D, _ ¢ 1M10.—9)0t.—1). . »
Dui ™ Gt 7 [+ a)Cutr)’ (v coen—=1).

Der Vergleich fiir beliebig wachsende Werte von ¢, und r, liefert
also tatsidchlich ¢, = 1.

* %
L g
s; tk (t% + k

g;+rtec
verallgemeinern, worin @ und ¢ beliebige Konstanten bedeutet, indem

Der gegebene Satz 146t sich sofort fiir den Fall a; =

man z. B. g,‘—[--éi = ¢}, 1',;{-% = 7, setzt. Es ist daraufhin

B=>e
_ Ig+Er I @@= (=)
Dn—a 'Hsi'nfk‘ l~[(qi+7_k+c) ’
(¢, B,k =1...0)".

§ 2. Beweis des Hauptsatzes.

Den folgenden Ausfithrungen mége das im Intervalle —z---+x

vollstindige orthogonale, normierte Funktionensystem der
Fourierschen Reihen

1 1 1
———=, —08%, -+, ——cos Nz, ...

V2n ' \z Vx
—1:sinx, ooy —l»:sian,

V= T

zugrunde gelegt werden. Wir deuten jede dieser Grundfunktionen
als Achse im Raume von unendlichvielen Dimensionen; alle in Be-
tracht kommenden stetigen Funktionen sollen alsdann durch ihre
Komponenten inbezug anf diese Achsen, d.h. durch die zugehdrigen
Fourierschen Konstanten charakterisiert werden.

Es sei zundchst m=>1 und allgemein p,>1 vorausgesetzt
(p,<<p,<<---); von diesen scheinbaren Einschrinkungen werden wir
uns spiter befreien (v. u.).

Dann gelten im betrachteten Intervalle — =z ...+ = die folgenden
Fourierschen Entwicklungen

1) Anderc Beweise des gleichen Lemmas bei Cauchy: ,Exercices d’analyse et
de phys. math.“, I, S. 151—159; Rosenhain: ,Schreiben an Jacobi iiber hyperellip-
tische Funktionen®, Journal von Crelle, 40 (1850), S. 850—351, und Joachimsthal:
,Uber den Sturmschen Satz¢, ibd. 48 (1854), S. 414—415.
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[xlm J— 8(0)'—8(“ cos ..._g(NZM——"'
m m 1 m N
7

o]l = &0 g0 08T mcos Nz

T 1 T T N

.

worin also allgemein

n T 1 =
— & = ——f (2P cosnxdw; &0 = |z|P* dz
-7

T D 27
—_1

ist, und alle entsprechenden Formeln auch fiir # anzusetzen sind.
Man kann dafiir auch schreiben

p_ . l—cosz  l—cos2z . l—cosNz
|2 = Epy 1 + & 5 +&p, N +

Setzt man jetzt
=1 o
¥y, @ = p. lxlm fir =0,

— Py [x]p’"‘—'l fir 2 =0.

I

so ist durch teilweise Integration

1 ,t= .
h = 7] ¥y, (%) sinnz. dz.
Y 7

g
Man hat also, da alle y, stetige ungerade Funktionen ihres Argu-

mentes bedeuten, identisch?)

3 1 = 2 = dpp — 2
> B — = 2 2Dk
_2, & - f U, (x).de = - f P dzx
n=1 - 0

2}’)]5—-2
=2 T

2p,—1"'
Pt =2

et n) (n) 1 +n -
n§1‘°‘2’i &, = ;L“ ¥pi (.'lc).wpk(x).dx = 2]”’3”"7:@:-1—'

Wir stellen uns nunmehr das Problem, unter allen Funktionen der
oo™-Schar
Ry(z) = laf" = ]al? = a,|2)?* - — 2]

bei gegebenem N diejenige Funktion aufzusuchen, fiir welche das
»Perpendikelquadrat®

1) Vgl. A. Hurwitz: ,Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funk-
tionen®, Math. Ann., Bd. 57 (1908), S. 425—446.

20*
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+ =
I o= f R(x). de

—x

ein Minimum sein wird. Dieses Minimum liBt sich nach bekannten
Resultaten?) explizit angegeben, was auch direkt aus der Theoric
der quadratischen Formen gefolgert werden kann. Es ist gleich dem

Qw

Quotienten zweier symmetrischen Determinanten , worin das all-

gemeine Glied @, von S, gegeben ist durch das Integral

1 p+™ o LD+
a, = ;f lx|2 .IxI“.dx = 2-m7
— 7 i e

wihrend ,,, aus S, entsteht durch Rinderung mit

n » nm-{-pk

v k

e = Qg = — x| odr = 20—
ko f [ I ( m‘l‘Pk‘i‘l’

2m
—_ 2m _
- f |2 dz = 2- 2m 41"

Nach dem gegebenen Lemma (§ 1) lassen sich aber die beiden Deter-
minanten explizit angeben. Es ist

ﬁv>a( .
g v 2Zpe 11 (Bp—1e , ~
S, = 2%. —_—r % . By, k=1... N
‘ i Ho+p+D)’ (B, )i
>«
o oves nQ?)l‘l‘QZZ”u ﬁl—i (pﬁ_})r()z'»l—[ (})7—173)2 . ( 1 JV)
Gt T 2m 1 1T (it +1). [T (0 +m+1)" = h
m
m 1—_—_)
P o= QNH — 9 7 L ( Y .
Sy 2m 41 <1+7_n-|-1>.

Wenn also (bei festem m und m F p,) 2]]% konvergiert, so nihert
'k

sich I einer von O verschiedenen endlichen positiven GriBe, die Appro-

. . Do ), . . . .
ximation von z" durch z¥', 2P, ... 2¥* ... ist nicht einmal im

1) Vgl P. Gram: ,Uber die Entwicklung reeller Funktionen in Reihen mittels
der Methode der kleinsten Quadrate“, Journal f. d. reine u. angew. Mathematik,
Bd. 94 (1883), S. 41—73.

. Schmidt: ,Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorge-
schriebener®, Math. Ann, Bd. 63 (1906), S. 433—476.

E. Schmidt: Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un-
bekannten“, Rendiconti d. C. M. di Palermo, Bd. 25 (1908), S. 53—77.
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Gramschen Sinne des unbegrenzten Abnehmens des Integrals der
Fehlerquadrate moglich, a fortiori also auch nicht im gewdhnlichen

Sinne. Divergiert aber 2;?1, so ndhert sich /5 beliebig der
k

Null!), und es bleibt dann zu zeigen, dafl sich auch fiir die Approxi-
mation im gewdhnlichen Sinne, d. h. fiir die absolute Grifie des
Fehlers an einer beliebigen Stelle des Intervalls, das gleiche erreichen
liBt. Zu diesem Zwecke betrachten wir in der gleichen Weise wie
vorhin das Minimum des Integrals

3= f RZ(z).dx = — f %m:(, " 0zl —! '-——caxp,\.xp“’—léz.cl,c.

Sowohl mit Hilfe der Komponenten gy (v. 0.) als auch direkt laft
sich dieses Minimum wiederum berechnen als ein Quotient zweier

. . Q! . .
symmetrischen Determinanten 2. Das allgemeine Glied «j von

S,
S, ist dabei

A (7!) (n) 2 i —1 yy —1 ’
! 2 J— ¢ - & / 2
[A— &, - Z)‘ A X . (l/!- J— DY 7% 7 P T
ik ’ l)z Pr %j(; v IA' — 1 J k pi pk ] ’

und @),,, wird aus S, erhalten durch Rinderung mit

co 9 —1 pi— “"H'j’/h
i i ) () m— <
a, = q; = eV —= — I gz DX dx-&m;
ok ko nzl mEpy wf Py Py m—i—p, ERE
oo 2 29 =2
[ |l (11)2 Mm—2 2
Uy = = — nra"tde = 2m' . 5—0.
0 n_z__‘ 1 f 2m—1
Es ist daher
(1 m)z
o (u;m 2mia™ P
¥ S, 2m-—1 (1+ m—l)"'
Dy

Wegen der vorausgesetzten Divergenz von 2— Ia6t sich fiir jedes
7

positive o° ein hinreichend hohes N = N(d0) so finden, daB fiir die
zugehorigen Konstanten o,

9 v _ )—1 —1)2 .
I = }—f %mxm _ &, p, 2T Y g de < ¢°
0

1) Diese und die folgenden Ausfithrungen behalten ihre Gultigkeit auch dann,
wenn mofiur k> k, grofer als alle p, vorausgesetzt wird, in welchem Falle natiir-
lich eine endliche obere Grenze fiir die Exponenten existiert.
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wird. Zerlegt man also

O

(@] —
Bo(@) = [l ol — eyl = 8, 0, D1 g, LCONE
1 1
so ist daraufhin
o
20, =1<0d
1
also
oo} o0 _ 2 2
m@=SaS (et <o AT @< 22,
1 1 7" 6 \/

Eine noch bessere und direkte Abschitzung erhilt man durch
die bekannte Ungleichheitsbeziehung von Herrn H. A. Schwarz!), aus
der als Spezialfall

(R, (0)] f B (u = f a f R2(2). dz
getunden werden kann. Es ist demnach im Intervalle 0 ... m be-
stindig
o
R,(r)] <—
[Ry (2)] V2
Fiir wachsende positive p, — und auch fiir limp, 4 O iiberhaupt —
ist auf diese Weise die Approximation von z™ durch die F olge der
Dy,

Potenzen z** im Intervalle O ...x gewiihrleistet, sobald 2— diver-

giert. Durch die Substitution # = #¢ erreicht man das Grlelche fiir
das Intervall 0...1, und durch die weitere Substitution & = £&"
lassen sich auch die Einschrinkungen m =1, p, >1 aufheben: denn
die Konvergenz bezw. Divergenz der unendlichen Reihe der rezi-
proken Exponenten wird durch die fragliche Substitution natiirlich
nicht gedndert.

Die Mboglichkeit der Approximation einer beliebigen stetigen
Funktion ist aber gesichert, sobald diese Moglichkeit fiir jede ganze
positive Potenz a" feststeht. Der Hauptsatz dieser Untersuchung ist
damit vollstindig bewiesen.

Es moge noch bemerkt werden, daf auch die Konstante 1 im
Intervalle 0 ...z im Gramschen Sinne beliebige Approximation durch

die z®* zulift, sobald 2])_ divergiert; aber eine Entwicklung von
k

1) Festschrift zu Ehren von K. Weierstra, Mathem. Abhal, Bd. I, S. 251.
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der Form
1 = 3(”Lﬂ+...+ew)lﬂ£
° 1 ¢ n
existiert hier nicht, und natiirlich ist auch dic gew¢hnliche Appro-
ximation im Punkte O hier unméglich.

§ 3. Explizite Darstellung.
Man kann die Frage nach der besten Approximation von 2™

durch eine vorgeschriebene Anzahl N von Potenzen z'* der gegebenen
Folge aufwerfen. Fiir die gewdhnliche Approximation sind hier sehr
komplizierte algebraische Gleichungen aufzulSsen, sogar schon fiir
N = 1. Dagegen lifit sich die gleiche Frage fiir die Gramsche
Approximation vollstdndig beantworten, womit auch zugleich fiir den
gewdhnlichen Fall brauchbare Formeln geliefert werden. Der EKin-
fachheit halber mdge hier die Losung des Problems fiir das Intervall
0 ... 1 gegeben werden.

Ist jetzt fiir die beliebige positive Potenz

1

bei vorgeschriebenem N

7'LNa(N)x291+ (N) 2 . + ;\) Py

die verlangte beste Approximation, so muBl bekanntlich') die Rest-
funktion
Ry(x) = 2" — aSN) zP — ocgN)xp2 coe— ccEVN) v
zu allen z'* im betrachteten Intervalle orthogonal sein.
Es ist daher identisch

1
f R,@). o™ dx = 0, h=1...N),
0
oder auch
1 1 v 1 1
wy - >y, - . ) —
S BT N pytptl T mAp 1
folglich allgemein
f=>c . (m—p,) f=>c
(1™ = R ke R TR,
o . o ntp, +1) T 4p 4+ 1)

H (p,{ +2)|1L+ 1)2 * _l—_[ (Z) +‘p—y:1)

_ o e (et D) _
=G ymiprn @hbwr=1..2)

1) Vgl. die wiederholt zitierten Arbeiten von Gram und Schmidt.
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Die so gewonnenen Formeln gelten auch fiir p = 0, ferner fiir alle
positiven Potenzenfolgen zP* iiberhaupt. Fiir divergierende 2—1}
wird hier (limp, § 0) das Integral der Fehlerquadrate beliebig kleili,
es wachsen aber die Koeffizienten oc;f’ fiir p,>m mit N iiber alle

Grenzen, wihrend sie fiir p, <<m gegen Null konvergieren. Bei der
Konvergenz von 2% verhalten sich dagegen die Approximationen

umgekehrt: d. h. es klz’iﬁt sich ein endlicher Fehler ¢ nicht im ge-
samten Intervall gleichmifiiz unterbieten, wéihrend die Koeffizienten
der Darstellung stark gegen bestimmte Werte konvergieren. Die
Restfunktion R, (zx) konvergiert dann gleichmifig gegen eine be-
stimmte stetige Funktion R (x), welche die beste Gramsche Appro-

ximation von 2™ durch alle 2% darstellt.



