
Über den 
Approximationssatz von W eierstraß. 

Von 

Ch. H. Müntz in München. 

Ein sehr bekannter, vielfach bewiesener und untersuchter Satz 
von W eierstraß 1) besagt, daß jede stetige Funktion f(x) in einem 
endlichen reellen Intervalle a < x < b durch die Folge a 11 er natür­
lichen Potenzen 

mit beliebig vorgeschriebener Genauigkeit gleichmäßig approximiert 
werden kann, indem sich zu jeder positiven Fehlergrenze 8 ein 
N = N ( 8) derart finden läßt, daß 

lf(x)- «0 - a,x- «2 X 2 • • ·- aNxNI < 8 

im ganzen gegebenen Intervalle bleibt, wobei die a1, pa~sende Kon­
stanten bedeuten. 

Es ist nun leicht zu sehen, daß zu diesem Zwecke nicht alle jene 
Potenzen erforderlich sind; und ebenso läßt· sich zeigen, daß nicht 
jedes unendliche Teilsystem derselben zum gleichen Zwecke hinreicht. 
Man kann daher 'die Frage nach den Bedingungen aufwerfen, unter 

I) Werke, Bd. III, S. 1-37. 
Vgl. E. Picard: Traihi d'analyse, t. I, S. 275-277 (Paris 1901). 
E. Borel: Leiions sur les fonctions de variables reelles, S. 50-66 (Paris 1905). 
E. Landau: Über die Approximation einer stetigen Funldion durch ganze ra-

tionale Funktionen", Rendieanti d. C. M. di Palermo, XXV (1908), S. 337-345. 
H. Lebesgue: "Sur la representation approchee des fonctions", ibd., XX\'1 (1908), 

s. 325-328. 
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welC'hen das System 

XPo xP• XPz 
0 ' ' 0 ' 

... , 0 0 0' 

m diesem Sinne ein vollständiges ist. Der Einfachheit halber möge 
hier zunächst die Beantwortung dies.er Frage für das Intervall 
0 < x < 1 gegeben werden: 

Satz. Damit die unendliche Folge der Potenzen 
Jlo 1 PI Pz Jl N ' t h d , t . E .'1; = , x , x , 00 ., x , •oo m1 wac sen en pos1 1ven x-

ponenten imstande sei, ,jede stetige Funktion im Inter­
valle 0 ... 1 beliebig zu approximieren, ist es notwendig 

und hin r e ich end, d aß ~ _!_ d i v er g i e r e. 
1 pk 

Fiir beliebige Intervalle ist nur zu bemerken, daß jede stetige 
Funktion als Summe einer geraden und einer ungeraden stetigen 
Funktion dargestellt werden kann. Sind die positiven Exponenten 
p" ganzzahlig, so miissen dann darunter sowohl unendlichviele gerade 
p;, als unendlichviele ungerade p~ vorkommen, und es muß jede der 

Reihen ~ J:, und ~ J;, fiir sich divergieren. Das gleiche Kriterium 
P" P" 

bleibt aber auch bei beliebigen ]J" giiltig, wenn für positive z allgemein 

(- zl;, = zPL' (-- zl" = - zP'k 

festgesetzt, und die Frage nach der Approximation durch die so de­
finierten Funktionen gestellt wird. 

Das in Frage stehende allgemeine Problem ist in einer Preis­
schrift von Herrn S. ß ernstein 2), welche viele andere Probleme 
der Approximation durch Polynome zu einer vollen Erledigung bringt, 
insofern unvollständig beantwortet worden, als dort teils nur not­
wendige , teils nur hinreichende Kriterien für die Folge der J\ an­
gegeben werden; auch die Beweisführung in jener Abhandlung ist 
von der hier befolgten gänzlich verschieden. 

Aus dem gegebenen Satz läßt sich sofort der folgende ableiten: 
Wenn f(x) eine in einem Intervalle a>O 00. b stetige ein­
deutige Funktion ist, und wenn fiir eine Folge wachsen-

1) Offenbar muß Jlo = 0 sein, sobald x = 0 ?.Um betrachteten abgeschlossenen 
Intervall gehört. 

2) Memoires couronnes de l'Acadömie de Belgiquc, 1912: "Sur l'ordre de la 
meilleure approximation des fonctions continues par des polynomes dc degr<1 donne". 
V gl. S. 78-S!l. 
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d e r p o s i t i ver p"' mit d i v e r g i er ende r S um m e ~ _!__ b e -
p" 

ständig 

lb f(x). xp" .dx = 0 
a . 

gilt, so muß f(x) identisch verschwinden. 

Auch die Übertragung auf Funktionen mehrerer reellen Variablen 

ist ohne weiteres möglich. 

§ 1. Ein Determinantensatz. 
Der Wert der Determinante mit dem allgemeinen 

H liede 
1 

(i, k = 1 ... n), (lik -= 

ist 
P>a 

D .. = 
II (q(l- q") (r(l- r,,) . ( ß . 7. 1 ) 

) , a, , 1., ; = ... n . 
[I(q;+r" 

Beweis : Wir fassen die Determinante als rationale Funktion 

aller fJ; und r" auf. Die gegebenen Faktoren werden dann im Zähler 

notwendig, im Nenner notwendig und hinreichend sein; aber auch 

der Gesamtgrad ist der richtige: 2 n(n2-
1) -n2 = -11. Es kann 

sich daher der Wert der Determinante nur um einen konstanten 

Zahlenfaktor von dem gegebenen Ausdruck unterscheiden, und die;;;et' 
Faktor kann daraufhin als 1 nachgewiesen werden: man braucht nur 

den Schluß von n -1 auf n zu vollziehen. 
Für n -1 = 2 ist die Richtigkeit des Satzes leicht zu veri­

fizieren. Es sei nun 

als richtig vorausgesetzt; wir wählen dann die absoluten Werte von 

q,. und 1·,. sehr groß, doch so, daß der absolute Wert von q,. + r,. da­

gegen sehr klein ausfällt (z. B. q,. + r n = 1). Das Hauptglied der 

entwickelten Determinante D,. ist dann D+_, ; 
q,. 1'., 

ß>a 
n = ,. . n C'l(i- qJ (1·(1- ,.J . 
" .. n (q.,. + rk) ' 

Pestschrift Schwarz. 

ferner ist aber auch 

(a, ß, i, k = 1 ... n); 

20 
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und 

Ch. li. Mün tz: 

c,. n (qn-q.)(r .. -r,.). 
q .. + r.. rr (q .. + q.) (r,. + r.) ' 

(v = 1 ... n -1). 

Der Vergleich für beliebig wachsende Werte von q .. und r,. liefert 
also tatsächlich c,. • 1. 

q~-+ 1'* 
S; t1,Ct i k 

Der gegebene Satz läßt sich sofort für den Fall a;k = q i + rk + c 

verallgemeinern, worin a und c beliebige Konstanten bedeutet, indem 

B + c ' + c ~-' t t E . t d fh' man z. . qi 2 = q;, rk 2 = , k se z . s JS arau m 

ß>a 
.Eqt + .Ert IT TI t 11 (q,,- qrJ (r,,- r") 

a . 8;. k ~ n (qi + r" + c) D,. 

(u, ß, i, k = 1 ... n) 1). 

§ 2. Beweis des Hauptsatzes. 
Den folgenden Ausführungen möge das im Intervalle - n · · · + n 

vollständige orthogonale, normierte Funktionensystem der 
Fouriersehen Reihen 

1 1 -=. --= cos x, V2n' \jn 
.. ·, 1 

----=- cos N x, 
Vn 

1 . 
----:= Sln X, 
\jn 

1 . N 
-=Sln X, ••• Vn 

. . ·, 

zugrunde gelegt werden. Wir deuten jede dieser Grundfunktionen 
als Achse im Raume von unendlichvielen Dimensionen; alle in Be­
tracht kommenden stetigen Funktionen sollen alsdann durch ihre 
Komponenten inbezug auf diese Achsen, d. h. durch die zugehörigen 
Fouriersehen Konstanten charakterisiert werden. 

Es sei zunächst m > 1 und allgemein p" > 1 vorausgesetzt 
(p 1 < p2 < · · ·); von diesen scheinbaren Einschränkungen werden wir 
uns später befreien (v. u.). 

Dann gelten im betrachteten Intervalle - n · · · + n die folgenden 
Fouriersehen Entwicklungen 

1) Andere Beweise des gleichen Lemmas bei Cauchy: "Exercices d'analyse et 
de phys. math.", II, S. Hil-159; Itosenhltin: "Sehreihen an .Tacobi über hyperellip­
tische Funktionen", .Journal von Crelle, 40 (1850), S. 350-35 I, und .T o a eh im s t h a I: 
"Über den Sturmsehen Satz", ibd. 48 (1854), S. 114-415. 
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lxlm (0) (1) cos X (N) cos N X 
- 8m -Em -1- ···-Em· N -··· 

worin also allgemein 

ist, und alle entsprechenden Formeln auch für m anzusetzen sind. 
Man kann dafür auch schreiben 

I lp,, (1) 1 - cos X + (~) 1 - cos 2 X + (N) 1 - cos N X + .... 
X = 8Pk • 1 8Pk . 2 . . . 8Pk . N 

Setzt man jetzt 

1/Jp"(x) = p".txlp"-1 fii.r x>O, 

- - p1, .!xl11"-1 für x < 0. 

~o ist durch teilweise Integration 

Man hat also, da alle 1/Jp stetige ungerade Funktionen ihreR Argu-,, 
mentes bedeuten, identisch1) 

~ E<tm 1f+n 2 () .:~ 2ln 2 2pk-2 7 
~ Pk = -;( 1/Jp,, .x . u.x = n Pk •. r. . r X 

n=l -n 0 

2pk- 2 
2 2 n 

- 11,,. """2:---1-=- ; 
pk-

tf+n 
= n tPp; (x). 1/JpJr). clx 

-n 

nPi+Pk-2 
= 2)1·1) • J • 

' " Ji.;+ pk-1 

Wir stellen uns nunmehr das Problem, unter allen Funktionen der 
ooN·Schar 

IlN(x) = lxlm- a.lxiP• - a21xlp2 ···-aN lxiP.v 
bei gegebenem N diejenige Funktion aufzusuchen, für welche das 
"Perpendikelquadrat" 

1) Vgl. A. Hurwitz: "Über die Fouriersehen Konstanten integrierbarcr Funk· 
tionen", Math. Aon., Bd. 57 (1903), S. 425-446. 

20* 
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f +n 
l~ ·= R~(x). dx 

-n 

em Minimum sein wird. Dieses Minimum läßt sich nach bekannten 
Resultaten 1) explizit angegeben, was auch direkt aus der Theorie 
der quadratischen Formen gefolgert werden kann. Es ist gleich dem 

Quotienten zweier symmetrischen Determinanten Qs:' , worin das all­

gemeine Glied a;" von S.v gegeben ist durch das Integral 

- 1 f + n Pi . Pk - n;P; + Pk 
a;"--;;- lxl .1.x1 .dx-2· 1 , 

~ -n ~+~+ 

während (/.vtt aus S.v entsteht durch Ränderung mit 

1f+n m+pk 
[ Im [ [Pk 7 2 n: • aok = ako = - .X • X • r X = . . 1 ' 

n; - n m + 11,, + 
1 f+n n:2"' 

aoo = n lxl2"'dx = 2· 21Ji + 1 . 
-n 

Nach dem gegebenen Lemma (§ 1) lassen sich aber die beiden Deter­
minanten explizit angeben. Es ist 

s .V 

P>a 
2N 2Epa TJ (PI1- PaY 

• 71: • IT(l1i+ Pk + 1) ; 
(a, ß, i, 1.- = 1 ... N); 

P>a 
I1 (fl,-t- p,J ·ll (P.- m)2 . v = 1 ... N); 

_[f(P;+Jik+1).T1(11,,+m+l)"' ( 

QN+I 2 n;27n rr (1- -~r 
l~ - 8 - 2m + 1 · ( m + 1 )• · 

N 1+---
Pv 

Wenn also (bei festem m und m =f p1) ~ 1~" k o n ver giert, so nähert 

sich Z~. einer von 0 verschiedenen endlichen positiven Größe, die Appro­

ximation von x"' durch xp' , xp2 , • • • xp", . . . ist nicht einmal im 

1) Vgl. P. Gram: "Über die Entwicklung reeller Funktionen in Reihen mittels 
der :Methode der kleinsten Quadrate", Journal f. d. reine u. angew. Mathematik, 
Bd. 94 (1883), S. 41-73. 

E. Schmidt: "I<~ntwieldung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgc­
sc~hriebener", Math. Ann., Bd. G3 (WOG), S. 43ß-47ß. 

K Schmidt: Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich vielen Un­
bekannten", Rcndiconti d. C. M. di Palermo, Bd. 25 (l!JOS), S. 53-77. 
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H ram sehen Sinne des unbegrenzten Abnehmens des Integrals der 
Fehlerquadrate möglich, a fortiori also auch nicht im gewöhnlichen 

Sinne. D i vergiert aber ~ -~-, so nähert sich l~. beliebig der 
Pk 

Nulll), und es bleibt dann zu zeigen, daß sich auch für die Approxi-
mation im gewöhnlichen Sinne, d. h. für die Hbsolute Größe des 
Fehlers an einer beliebigen Stelle des Intervalls, das gleiche erreichen 
läßt. Zu diesem Zwecke betrachten wir in der gleichen Weise wie 
vorhin das 1\'Iinimum des Integrals 

12_ 2 rn 12 - 2.['/Cl .m--1 lh-1 p,,--11" . l._. - -; J ll RN (x). ax - 1i mx -- rY.dJ, X ..• - C(,-1! Nx I . d . .c. 
0 0 

Suwohl mit Hilfe der KtJmponenten c~·~ (v. o.) als auch direkt läßt 
sich dieses Minimum wiederum berechnen als ein Quotient zweier 

symmetrischen Determinanten <~;~ . Das allgemeine Glied a,~ von 
n 

s,: ist dabei 

2 in lli-1 1J>- -1 
-- Ji;X ·fl~cX" .dx 
'JC 0 

und (J~+t wird aus S~ erhalten durch Ränderung mit 
oo 2 n m+p~o-2 

1 _ 1 _ "" Cnl cm _ i m-1 .Pk-1 ·l _ ,2 , '1C 
t.tok - uko - ~ Ern EPk - - II/X • PkX • (X - 11Z1'". -- ··--·-·1--' 

n= 1 n o m+pk-

oo 2 .[n . n2"'-2 
a~0 = ~ c~;l2 = - m2 x'"-2 d;c = 2m'· , . 

n=1 n 0 2m-1 

Es ist daher 

(1- ~-)2 
l'' (J~+• 2 ·m~ n~"H . Jl" 

N -s:: - -2m- 1- II ( 1 + ~;;: 1-r . 
Wegen der vorausgesetzten Divergenz von ~ _!_ läßt sich fiir jedes 

J!" 
positive d2 ein hinreichend hohes N = N(rJ) so finden, daß fiir die 
zugehörigen Konstanten "" 

1) Diese und die folgenden Ausführungen behalten ihre Gültigkeit auch dann, 
wenn rn für k > k0 größer als alle P1c vorausgesetzt wird, in welchem Falle natür­
lich eine endliche obere Grenze für die Exponenten existiert. 
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wird. Zerlegt man also 

I ' ( ) =I Im__ [' IP1,. ·- I"IPN = .\· _ ~ .i· cos nx = ~ .i• 1-cos nx tN x X a1 x a ... x v 0 -Z.J u,. n ""-l u,. n , 
1 1 

so ist daraufhin 

also 

= 
~ rY:, = l'; < IJ'\ 
1 

= (X) ( 1 )' 4 2 RN(x)'< ~d!~ -cosnx <IJ''·-6n ; 
1 1 n I U_,. (x) I < ~= IJ·. 

Eine noch bessere und direkte Abschätzung erhält man durch 
die bekannte Ungleichheitsbeziehung von Herrn H. A. Schwarz 1), aus 
der als Spezialfall 

I rx r X rx 
[R ... (.~)J2 =Po B:.(z)dz~<Ia dz.J

0 
R';(z).dz 

gefunden werden kann. Es ist demnach im Intervalle 0 ... n be­
ständig 

no 
IRN(x)l<-.. 

V2 
Für wachsende positive P~< - und auch für limpk =I= 0 ii.berhaupt -
ist auf diese Weise die Approximation von xm durch die Folge der 

Potenzen xPk im Intervalle 0 ... n gewährleistet, sobald ~ _!_ diver-
pk 

giert. Durch die Substitution x = n~ erreicht man das Gleiche für 
das Intervall 0 ... 1, und durch die weitere Substitution ~ = l;" 
lassen sich auch die Einschränkungen m > 1, pk > 1 aufheben : denn 
die Konvergenz bezw. Divergenz der unendlichen Reihe der rezi­
proken Exponenten wird durch die fragliche Substitution natürlich 
nicht geändert. 

Die Möglichkeit der Approximation einer beliebigen stetigen 
Funktion ist aber gesichert, sobald diese 1\'(öglichkeit für jede ganze 
positive Potenz xn feststeht. Der Hauptsatz dieser Untersuchung ist 
damit vollständig bewiesen. 

Es möge noch bemerkt werden, daß auch die Konstante 1 im 
Intervalle 0 ... n im Gramsehen Sinne beliebige Approximation durch 

die xPk zuläßt, sobald ~ _!_ divergiert; aber eine Entwicklung von 
Pk 

1) Festschrift zu Ehren von K. \Yeierstraß, 1\l!athem. ALba!, Bd. I, S. 251. 
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der Form 
(I) 1 - COS X 1 - CUS n X 1 = Eo . 1 + ... + E(lv) + ... 

o n 

exi;;tiert hier nicht, und natUrlieh ist auch die gewöhnliche A ppro­
ximation im Punkte 0 hier unmöglich. 

s 3. Explizite Darstellung. 
Man kann die Frage nach der besten Approximation von x"' 

durch eine vorgeschriebene Anzahl N von Potenzen x 11" der gegebenen 
Folge aufwerfen. Fiir die gewöhnliehe Approximation sind hier sehr 
komplizierte algebraische Gleichungen aufzulösen, sogar schon fiir 
N = 1. Dagegen läßt sich die gleiche Frage fiir die Gramsehe 
Approximation vollständig beantworten, womit auch zugleich fiir den 
gewöhnlichen Fall brauchbare Formeln geliefert werden. Der Ein­
fachheit halber möge hier die Lösung des Problems fiir das Intervall 
0 . . . 1 gegeben werden. 

Ist jetzt filr die beliebige positive Potenz x"' bei vorgeschriebenem N 

,Ut rv (N) p1 + (N) 112 + (N) PN 
X = IX X a2 X · · · U N X 

die verlangte beste Approximation: so muß bekanntlich 1) die Rest­
funktion 

I ) ( ) m (N) p 1 (N) p 2 (N) 11N 
'N :c = X - a 1 X - IX2 X ···-aN X 

zu allen xllk im betrachteten Intervalle orthogonal sein. 
Es ist daher identisch 

j 1RN(x). x 1J". dx 
0 

0, (k = 1 ... N), 

oder auch 

a(N) . 1 + a(N). 1 ... + aY'~l . 1 
1 p,+P~c+1 ' P.+Pk+1 N PN+lJ,.+l 

folglich allgemein 

( l 'i-1 IN) _ - ) . a.. -

1 
m+pk+1' 

1) V gl. die wiederholt zitierten Arbeiten von Gram und Sc h m i d t. 
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Die so gewonnenen Formeln gelten auch filr p = 0, ferner fiir alle 

positiven Potenzenfolgen xPk ii.berhaupt. Fiir divergierende ~ -1 
]lk 

wird hier (lim p" =f 0) das Integral der Fehlerquadrate beliebig klein, 
es wachsen aber die Koeffizienten a(N! fii.r Pi> m mit N ii.ber alle 

Pi 
Grenzen~ während sie für p, < m gegen Null konvergieren. Bei der 

Konvergenz von ~ ___!_ verhalten sich dagegen die Approximationen 
i'~c 

umgekehrt: d. h. es läßt sich ein endlicher Fehler ;; nicht im ge-
samten Intervall gleichmäßig unterbieten, während die Koeffizienten 
der Darstellung stark gegen bestimmte Werte konvergieren. Die 
Restfunktion RN(x) konvergiert dann gleichmäßig gegen eine be­

stimmte stetige Funktion R (x), welche die beste Gram sehe Appro­

ximation von x"' durch alle xp" darstellt. 


